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LEONHARD EULER’s notion of function as an ,,analytical expression“ occasionally denoted by fx is well-
known. But it has gone unnoticed that EULER used a second well-defined notion of function for which he even
coined a particular denotation: f :, used as f : x. In fact, this second notion of function is the earlier one, defined
as ,,the ordinate which depends on the abscissa“, given by the curve. EULER argues that this ,,geometric“ notion
of function is more general than the ,,algebraic“ one. Consequently, EULER relies on this more general notion of
function when he integrates functions of several variables.
 2011 Elsevier Inc. All rights reserved.
Zusammenfassung
LEONHARD EULERs Begriff der Funktion als ein ,,analytischer Ausdruck“, gelegentlich durch fx bezeichnet, ist
wohlbekannt. Es blieb jedoch unbemerkt, dass EULER einen zweiten wohldefinierten Begriff der Funktion verwendet,
für den er sogar eine eigene Notation prägte: f :, verwendet als: f : x. Dieser zweite Funktionsbegriff ist sogar der frü-
here, bestimmt als ,,die Ordinate, die von der Abszisse abhängt“, welche durch die krumme Linie gegeben ist. EULER
zeigt, dass dieser ,,geometrische“Funktionsbegriff allgemeiner ist als der ,,algebraische“. Deswegen greift EULER auch
auf diesen allgemeineren Funktionsbegriff zurück, wenn er Funktionen mehrerer Veränderlicher integriert.
 2011 Elsevier Inc. All rights reserved.
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Vorbemerkung
Wer der Überzeugung ist, exakte Begriffe habe erst die Mathematik seit dem Arithmeti-
sierungsprogramm – oder klarer: seit DAVID HILBERT – hervorgebracht, wird dem Folgenden
nichts abgewinnen können. Meine Bemerkungen wenden sich an jene, die bereit (und
imstande) sind, vergangener Mathematik denselben Geltungsanspruch zuzugestehen wie
der gegenwärtigen Mathematik und also insbesondere: begrifflich präzise zu sein. Präzise
natürlich auf dem zeitgenössischen Stand des mathematischen Wissens.0315-0860/$ - see front matter  2011 Elsevier Inc. All rights reserved.
doi:10.1016/j.hm.2011.05.001
E-mail addresses: spalt@mathematik.tu-darmstadt.de, D.Spalt@ltg.hessen.de
486 D.D. Spalt1. Introductio in analysin infinitorum
Zur mathematischen Allgemeinbildung gehört das Wissen um jene Funktionsdefinition,
die der höchst produktive Mathematiker LEONHARD EULER (1707–1783) in dem ersten
und vielleicht zeitlosesten Lehrbuch der Analysis gegeben hat (in dem freilich weder von
,konvergenten‘ Reihen noch von ,stetigen‘ Funktionen die Rede ist!1), dem ersten Band
der im Jahr 1748 erschienenen Introductio in analysin infinitorum:2
Definition (AFunktion – EULER (1745/48)).Eine Function einer veränderlichen Zahlgrösse
ist ein analytischer Ausdruck, der auf irgend eine
Weise aus der veränderlichen Zahlgrösse und
aus eigentlichen Zahlen oder aus constanten
Zahlgrössen zusammengesetzt ist.
[Maser 1885, 4, § 4]31 Hier und im Folgenden stehen Begriffe in ein
doppelten.
2 Euler 1745/48 E 101, deutsch Michelsen 1788a
Daten der Vorlage und der Drucklegung eines Ma
hier stets beide gegeben: ,,Euler (Vorlage-)/(Druc
3 Eine zeitgenössische deutsche Übersetzung (m
§ 4):
Eine Funktion einer veränderlichen Größe is
eine Art aus dieser veränderlichen Größe
zusammengesetzt ist.
Das Wort ,,Zahlgröße“ für ,,quantitas“ kommt
es dann, ,,quantitas“ und ,,magnitudo“ auf Deut
ischer Ausdruck“ eine treue Übersetzung für
(immerhin hatten schon ein Jahrhundert zuvor G
,,analytisch“ bezeichnet – siehe Breger 1986, 120 f
N 26, 202). Auch daher gebe ich im Haupttext
Interesse ist dieser Unterschied aber irrelevant.
4 Der allgemeine Grundsatz der Sparsamkeit bei
Klammern bei einem nur eingliedrigen Argumen
nicht syntaktischer Bestandteil des Funktionsnam
5 Euler 1734/40 E 45, ab § 7 mit eingeklammerte
Argument dort nur eingliedrig ist.
6 Darauf macht auch Cajori 1928–29, II, 268, §
7 Also heute in der Analysis in jedem Fall
Funktionsnamens gehören.
8 Maßgeblich für die Begründung dieser Traditio
Lacroix Ans V–VI [= 1797–98]. EULER verwendeFunctio quantitatis variabilis est expressio
analytica quomodocunque composita ex illa
quantitate variabili et numeris seu quantitatibus
constantibus. [Introductio, 1, 18, § 4]Eine solche Funktion bezeichnet EULER in der Regel durch einen (großen) Buchstaben,
gelegentlich durch ,,fx“ (bei zusammengesetzten Argumenten dann4 durch ,,f ðxþ aÞ“), erst-
mals wohl in ,,Additamentum ad dissertationem de infinitis curvis eiusdem generis.“5,6 Wir
haben die Bezeichnung ,,f ðxÞ“7 bis heute von ihm übernommen.8 In der Introductio wiefachen Anführungszeichen, Zitate wie gewohnt in
, Michelsen 1835, Maser 1885. – Da bei EULER die
nuskriptes gelegentlich deutlich differieren, werden
kdatum)“.
it weiter Verbreitung) lautet (Michelsen 1788a, 5,
t ein algebraischer Ausdruck, der auf irgend
und aus Zahlen oder beständigen Größen
erst im späteren 19. Jahrhundert auf (und erlaubt
sch unterschiedlich wiederzugeben). Ob ,,algebra-
,,expressio analytica“ ist, wird man bezweifeln
REGORY und LEIBNIZ solche Formelausdrücke als
., 123; für LEIBNIZ siehe neuerdings Leibniz 2008b,
die spätere Übersetzung. Für das hier verfolgte
der Klammerverwendung erklärt den Wegfall der
t. Anders als heute war damals also die Klammer
ens.
m Argument, ab § 13 ohne die Klammern, da das
642 Anmerkung 3 aufmerksam.
mit den Klammern, die heute zur Syntax des
n war sicher Lagrange An V [= 1797] und danach
t diese Bezeichnung eher selten.
Welche Funktionsbegriffe gab Leonhard Euler? 487auch in seiner Differenzialrechnung bezeichnet EULER Funktionen in aller Regel durch
Großbuchstaben, etwa eine Funktion von der Veränderlichen z durch Z.9
In Vorbereitung auf das Weitere nenne ich dies EULERs ,algebraischen‘ Funktionsbegriff,
kurz: ,AFunktion‘.
2. EULERs Quelle für seinen algebraischen Funktionsbegriff
Gewiss hat EULER diesen Funktionsbegriff von seinem Lehrer JOHANN BERNOULLI (1667–
1748), denn dieser publizierte 1718 folgende Bestimmung:
Definition (AFunktion – JOHANN BERNOULLI (1718)).Man nennt hier Funktion einer veränderlichen
Größe eine in beliebiger Weise aus dieser
veränderlichen Größe und aus Konstanten
zusammengesetzte Größe.9 In dieser Hinsicht vermittelt etwa der Überblick d
die Differenzialrechnung Speiser 1945, XXXIII–L ei
selbst die Taylor-Reihe ohne die ,,f ðxÞ“-Schreibweis
10 Wie zu EULERs Zeit üblich (siehe Anmerkung 3) g
11 Siehe dazu auch Juškevicˇ 1959, 226 sowie ThieleOn appelle ici Fonction d’une grandeur
variable, une quantité composée de quelque
maniere que ce soit de cette grandeur variable
& de constantes. [Streitschriften, 534]EULER hat lediglich aus der ,,grandeur“ seines Lehrers die ,,quantitas“ gemacht (nicht die
,,magnitudo“, wie es philologisch auch möglich gewesen wäre).
Als ,,Zeichen für die Funktion selbst“ führt JOHANN BERNOULLI dann U ein und schreibt
UPb für die betrachtete ,Funktion‘ mit der Länge Pb als Argument [Streitschriften, 535].
Es gibt ein unfertiges und meines Wissens bislang nicht ediertes Manuskript des jungen
EULER aus dem Zeitraum 1727–1730 mit dem Titel Calculus Differentialis. Es beginnt mit
folgendem Satz:
Definition (AFunktion – EULER (1727/30)).Eine Größe, die auf irgend eine Weise aus einer
oder mehreren Größen zusammengesetzt ist,
heißt Funktion dieser einen bzw. [dieser]
mehreren [Größen].10Quantitas quomodocunque ex una vel pluribus
quantitatibus composita appellatur ejus unius
vel plurium functio. [Juškevicˇ 1983, 169, 161]11Hier handelt es sich offenkundig um so etwas wie ein missing link zwischen JOHANN BER-
NOULLIs Erklärung von 1718 und der EULER’schen in der Introductio eine Generation später.Die Herkunft des EULER/JOHANN BERNOULLI’schen Funktionsbegriffs
Seit [Mahnke 1926] kennen wir die Frühgeschichte des Funktionsbegriffs:
Der mathematische Begriff ,Funktion‘ stammt von GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646–
1716), erstmals verwendet in einem Manuskript aus dem Sommer 1673 [Leibniz 2008a,
N 27, 465–500]. Er ist bei LEIBNIZ zunächst ,,noch kein fester Terminus“ [Mahnke 1926, 42],
wird aber alsbald in geometrischer Bedeutung verwendet [vgl. Leibniz 2008a, N 40, 664, 665].
Auch JAKOB BERNOULLI (1654–1705) verwendet den Begriff ,Funktion‘ (wohl ab 1694
[Streitschriften, 193, 195]), und zwar in geometrischer Bedeutung. Seine Formulierung deses EULER-Herausgebers ANDREAS SPEISER über
nen falschen Eindruck, denn EULER behandelt
e, sondern mittels Differenzialquotienten.
ebe ich hier ,,quantitas“ durch ,,Größe“ wieder.
1982, 111 und Thiele 2000, 171.
Abb. 1. Isoperimetrisches Problem (JOHANN BERNOULLI).
488 D.D. Spaltisoperimetrischen Problems lautet im Mai 1697 – ohne Verwendung des Begriffs ,Funktion‘
(siehe Abb. 1):Von allen Kurven gleichen Umfanges über einer
gemeinsamen Basis BN wird die Kurve BFN
gesucht, die zwar nicht selbst den größten
Flächenraum umfaßt, aber bewirkt, daß ein
andrer, von der Kurve BZN umfaßter
Flächenraum möglichst groß wird, deren
Ordinate PZ zur Ordinate PF oder zum Bogen
BF in irgendeinem, beliebig potenzierten oder
radizierten Zahlenverhältnis steht. [Mahnke
1926, 50]12 Euler 1748/55 E 212, deutsch Michelsen 1796.Quaeritur ex omnibus Isoperimetris super
communi base BN constitutis illa BFN (Fig. VII),
quae non ipsa quidem maximum comprehendat
spatium, sed faciat, ut aliud curva BZN
comprehensum sit maximum, cujus applicata PZ
ponitur esse in ratione quavis multiplicata vel
submultiplicata rectae PF vel arcus BF, hoc est,
quae sit quotacunque proportionalis ad datam A
& rectam PF, curvamve BF? [Streitschriften, 275],,Die Kurve, deren Ordinate zur [Abszisse] in irgendeinem Zahlenverhältnis steht“ – das
ist der Sachverhalt, der später ,Funktion‘ genannt wird. JAKOB BERNOULLI konstruiert
diesen Sachverhalt hier, gibt ihm jedoch keinen Namen.
Sein Bruder JOHANN BERNOULLI verallgemeinert diesen nämlichen Sachverhalt schon
Anfang Juni 1697 – zunächst ebenfalls, ohne ihm einen Namen zu geben, indem er von PZ
verlangt:wenn PZ eine beliebig aus PF und gegebenem A
zusammengesetzte Größe ist [vgl. Mahnke 1926,
51]lors que PZ doit être composée de PF, & de la
donnée A de quelque facon qu’on se puisse
imaginer [Streitschriften, 289]In einer Beilage zu einem Brief an LEIBNIZ vom 5. Juli 1698 gibt JOHANN BERNOULLI die-
sem Sachverhalt beiläufig den Namen ,Funktion‘ [vgl. Gerhardt 506 f.]. Indem er die ,Ordi-
nate‘ PZ als ,veränderliche Größe‘ algebraisiert, gelangt JOHANN BERNOULLI schließlich zu
seiner 1718 gegebenen Bestimmung.3. Institutiones calculi differentialis zum Ersten
Auch in der Vorrede seines Lehrbuchs Institutiones calculi differentialis12 hat sich EULER
zum Begriff der Funktion geäußert:
Welche Funktionsbegriffe gab Leonhard Euler? 489Definition (Funktion).Sind nun Größen auf die Art von einander
abhängig, daß keine davon eine Veränderung
erfahren kann, ohne zugleich eine Veränderung
in der andern zu bewirken: so nennt man
diejenige, deren Veränderung man als die
Wirkung von der Veränderung der andern
betrachtet, eine Funktion von dieser; eine
Benennung, die sich so weit erstreckt, daß sie alle
Arten, wie eine Größe durch andere bestimmt
werden kann, unter sich begreift. [Michelsen
1796, XLIX]1313 Hervorhebung hinzugefügt. – Eine Übersetz
Maßstäben wäre nach einem Vorschlag von THOM
Größen, die in der Weise von anderen abhän
selbst Änderungen erfahren, nennt man
Größen]; dieser Begriff ist sehr weit und u
durch andere bestimmt werden kann.
14 Ein prominentes Beispiel dafür ist Juškevicˇ 197
15 Dass diese Namenszuschreibung unzutreffend i
RIEMANN gebührt, tut hier nichts zur Sache.
16 Siehe S. 488.Quae autem quantitates hoc modo ab aliis
pendent, ut his mutatis etiam ipsae mutationes
subeant, eae harum functiones appellari solent;
quae denominatio latissime patet atque omnes
modos, quibus una quantitas per alias
determinari potest, in se complectitur.
[Institutiones calculi differentialis, 5]Die EULER-Literatur ist sich darin einig, dass EULER diese Bestimmung aus der Differen-
zialrechnung nirgendwo sonst verwendet hat. Dennoch neigen manche14 zu der Deutung,
EULER habe hier einen sehr allgemeinen, ja geradezu einen visionären Entwurf gegeben
und den sogenannten DIRICHLET’schen Funktionsbegriff15 vorweggenommen.
Zu diesem Urteil will ich mich weiter unten äußern. Zunächst möchte ich einer, wie mir
scheint, näherliegenden Frage nachgehen:4. Was verstand EULER unter ,Funktion‘, ehe er seinen algebraischen Funktionsbegriff
formulierte?
Schon ehe EULER und JOHANN BERNOULLI ihre Bestimmung des Funktionsbegriffs gaben,
wurde – wie wir gesehen haben16 – der Begriff ,Funktion‘ verwendet – sowohl von JAKOB
BERNOULLI als natürlich auch von dem Erfinder dieses Begriffs LEIBNIZ. Somit erhebt sich
die naheliegende Frage: In welchem Sinn wurde der Funktionsbegriff von EULER vor 1745/
48 bzw. vor 1727/30 verwendet? (Das Manuskript der Introductio war 1745 abgeschlossen.)
Studien zu dieser Frage sind mir nicht bekannt. Eine kursorische Durchsicht seiner
frühen Texte zeigt, dass EULER dort durchaus den Begriff ,Funktion‘ verwendet (wenn auch
nicht definiert), und zwar in unterschiedlichem Sinn:
 sowohl in dem sehr allgemeinen Sinn, wie man ihn auch bei LEIBNIZ findet [vgl. Euler
1725/26 E 1, 362],
 als auch in einer algebraischen Bedeutung, die gut zu seinem später präzise gegebenen
,algebraischen‘ Funktionsbegriff (siehe Abschnitt 1) passt [vgl. Euler 1728/32 E 10,
126, § 3],ung des lateinischen Originals nach heutigen
AS BUSCH etwa:
gen, dass sie, wenn diese sich ändern, auch
gewöhnlich ,Funktionen‘ dieser [anderen
mfasst alle Weisen, in denen eine Größe
6, 70.
st, sondern der Titel für diesen Funktionsbegriff
490 D.D. Spalt als auch in dem geometrischen Sinn, dessen sich bereits zuvor JAKOB BERNOULLI17 bedient
hatte.18
In der Abhandlung ,,Quomodo data quacunque curva inveniri oporteat aliam quae cum
data quodammodo iuncta ad tautochronismum producendum sit idonea“ [E 21, verfasst
1730, gedruckt 1738] gibt EULER – soweit ich sehe: erstmals – so etwas wie eine Erklärung
für einen anderen als den in Abschnitt 1 bestimmten Funktionsbegriff (zum Verständnis des
Weiteren ist ein Verständnis der mathematischen Details des folgenden Zitats unerheblich;
es geht hier einzig um den Nachweis, dass EULER in § 25 ,,Q“ als ,(ungerade) Funktion‘ be-
zeichnet und in § 26 dann dasselbe ,,Q“ als ,Ordinate‘):§ 25 Daher muss die Gleichung zwischen x und y
für die gesuchte krumme Linie derart sein, dass,
wenn man dy : dx ¼ p setzt, gilt:17 Sie oben, S. 488.
18 Siehe sogleich.
19 Die englische Übersetzung der Euler-Texte von I
ist nützlich.§. 25. Aequatio ergo inter x et y pro curva
quaesita talis esse debet, ut posito dy : dx ¼ p,
sitpðxþ pyÞ : ð1 þ ppÞ ¼ cþQ ;
wobei Q eine ungerade Funktion von p
bezeichnet, oder man schreibe, da Q
pð1 þ ppÞ
im Gegensatz zu
pð1 þ ppÞ als gerader Funktion
von p eine ungerade Funktion ist, anstelle von
Q
pð1 þ ppÞ einfach Q, und es ergibt sichdenotante Q functionem imparem ipsius p, sive
cum Q
pð1 þ ppÞ, ob pð1 þ ppÞ functionem
parem ipsius p, sit functio impar, scribatur loco
Q
pð1 þ ppÞ solum Q; et eritp
xþ py ¼ c ð1 þ ppÞ þQ :Setzt man also anstelle von Q bestimmte
Funktionen von p und dann anstelle von p
dessen Wert dy : dx ein, wird man Gleichungen
erhalten, in die keine [Größen] außer x und y mit
ihren Differenzialen und Konstanten eingehen.Substituendis igitur loco Q determinatis
functionibus ipsius p, et deinde loco p eius valore
dy : dx, habebuntur aequationes, quas non nisi x
et y cum suis differentialibus et constantibus
ingrediuntur.§ 26 Die Beziehung, in der Q und p zueinander
stehen müssen, wird bestens ausgedrückt werden
durch die krumme Linie MAm, die um den
Punkt A einander gegenüberliegende ähnliche
und gleiche Bögen hat, wie aus [folgender]
Betrachtung offensichtlich ist – wenn man
nämlich durch den Punkt A, der gleichsam
Mittelpunkt der Figur ist, die Gerade Pp zieht
und diese als Achse betrachtet, auf welche man
die Ordinaten PM fallen lässt. Ich behaupte:
wenn die Abszissen AP p ausdrücken, können
die Ordinaten PM Q bezeichnen. Denn wenn
man AP negativ nimmt als Ap, wird die Ordinate
pm der Ordinate PM gleich sein und ihr
Negatives, sodass also die Größe, welche die
Ordinate PM ausdrückt, eine ungerade
Funktion von p ist und daher Q darstellen kann.§. 26. Relatio, quam Q et p inter se habere
debent, optime exprimetur curva MAm, quae
circa punctum A habet arcus similes et aequales
contrarie positos, ut ex inspectione palam est. Si
enim per punctum A, quod tanquam centrum est
figurae, ducatur recta Pp, eaque tanquam axis
consideretur, in quem demittantur applicatae
PM. Dico abscissis AP exprimentibus p,
applicatas PM designare posse Q. Nam sumta
AP negativa ut Ap, applicata pm erit applicatae
PM aequalis, eiusque negativa, ut ergo quantitas
applicatam PM exprimens sit functio ipsius p
impar, et propterea Q exhibere possit. [Euler
1732/38 E 21, 62, § 26]19AN BRUCE auf http://www.17centurymaths.com
Abb. 2. Punktsymmetrische Kurve (EULER).
Welche Funktionsbegriffe gab Leonhard Euler? 491Hier setzt EULER die ,Ordinaten‘ PM; pm der ,Abszissen‘ AP;Ap als eine (ungerade)
,Funktion‘ Q. (siehe Abb. 2.)
Es zeigt sich beim reifen EULER, dass er dies tatsächlich dauerhaft als einen alternativen
Funktionsbegriff zu dem in der Introductio eingeführten versteht. Insbesondere bei seiner
Behandlung des Problems der schwingenden Saite bedient er sich dieses alternativen Funk-
tionsbegriffs (siehe Abb. 3):
Definition (GFunktion).Wie f : z im Allgemeinen durch die Ordinate
einer gewissen krummen Linie [Fig. 2] dargestellt
werden kann, deren Abszisse z ist, sei AMB die
krumme Linie, deren Ordinaten PM die
Funktionen der Abszissen AP bilden, die durch
das Zeichen f : bezeichnet werden, sodass sich
PM ergibt ¼ f : ðtpbÞ [. . .]20 Für weitere Belegstellen zu dieser Notation siehComme f : z peut être representé en général par
l’appliquée d’une certaine courbe, dont l’abscisse
est z, soit AMB la courbe dont les appliquées
PM fournissent les fonctions des abscisses AP
qui sont désignées par le caractere f : en sorte
que PM soit ¼ f : tpb; [. . .] [Euler 1748/50 E
140, 71, § 21]EULER bezeichnet hier ,,f :“ ausdrücklich als ,,Zeichen“ für ,Funktionen‘. Somit20 ist es
berechtigt, wie ich es eben getan habe, dies eine weitere Definition des Begriffs ,Funktion‘
zu nennen. Diesem Begriff gebe ich für historiografische Zwecke in Abgrenzung zu dem
zuerst eingeführten Begriff ,AFunktion‘ im Weiteren den Namen ,GFunktion‘, ,,G“ für
,,geometrisch“.
EULER verwendet also neben seinem Funktionsbegriff aus der Introductio ganz
ausdrücklich noch einen weiteren, und er hat für beide ausdrücklich unterschiedliche
Bezeichungsweisen: ohne bzw. mit trennendem Doppelpunkt zwischen dem Funktionsna-
men und dem Funktionsargument: ,,f : x“ und bei zusammengesetztem Argument:
,,f : ðxþ aÞ“.e den Abschnitt 6.
Abb. 3. Schwingende Saite (EULER).
492 D.D. SpaltDabei ist ,GFunktion‘ der generell, aber auch für EULER, ältere Begriff,21 ,AFunktion‘ der
jüngere, der – von JOHANN BERNOULLI eingeführt – durch EULER kanonisiert wurde.
Ob diese EULER’sche definitorische22 Unterscheidung unmittelbar von seinen Zeitgenos-
sen oder von seinen direkten Nachfolgern beachtet worden ist, dazu ist, soweit ich sehe,
bislang nichts bekannt geworden.23 Die Historiker jedenfalls haben sie bislang nicht
beachtet.24
In welchem Verhältnis stehen ,GFunktion‘ und ,AFunktion‘ in EULER s Sicht zueinander?21 Siehe das Zitat aus Euler 1728/32 E 10 oben, bei Anmerkung 19.
22 Die Meinung, EULER habe zwei verschiedene Funktionsbegriffe verwendet, gibt es durchaus (siehe
etwa Klein 1908, 1, 216).
23 Bemerkenswerterweise – beachte Anmerkung 45! – zitiert Dhombres 1986, 165 f. mehrfach
LEGENDRE mit einer Funktionsschreibweise mit dem Funktionsdoppelpunkt. Allerdings nennt
LEGRENDRE – laut DHOMBRES – die Funktion nur ,,U“, nicht ,,U :“ wie EULER.
24 Für Beispiele dazu siehe weiter unten in dieser Anmerkung sowie die Anmerkungen 42 und 45.
Bemerkenswerterweise ist sogar Cajori 1928–29 EULERs Funktionsschreibweise mit dem Dop-
pelpunkt als Trennzeichen als eine eigenständige entgangen.
Die einzig mir bekannte Ausnahme stellt Thiele 2007, 444 f. dar, dem der Funktionsdoppelpunkt
in E 140 auffällt. THIELE deutet ihn als Zeichen für eine ,,beliebige“ Funktion. Dass EULER zu dieser
Notation auch eine explizite Definition gibt, sagt THIELE dort nicht. Auch lässt es Thiele 2007
unerörtert, ob sich der Funktionsdoppelpunkt noch in weiteren EULER-Texten findet.
Der kanonische Ort für die Entdeckung dieser Differenz ist die nicht enden wollende
Auseinandersetzung zwischen JEAN-BAPISTE LE ROND D’ALEMBERT (1717–1783) und EULER über die
angemessene mathematische Behandlung der schwingenden Saite: Sie begann mit D’ ALEMBERTs
Abhandlungen d’Alembert1747/49a und d’Alembert1747/49b, erstmals beantwortet von Euler 1748/
50 E 140. Während D’ALEMBERT auf einem algebraischen Funktionsbegriff als einzig zulässigem
Begriff bestand (nicht notwendig EULERs Begriff der ,AFunktion‘), hielt EULER an dem Begriff der
,GFunktion‘ als in diesem Fall angemessenem Begriff zur Problemlösung fest. Nachdem die Debatte
einmal auf dieses Geleis der wechselseitigen Missverständnisse gesetzt war, hatten die Protagonisten
keine Chance, ihre Differenz auszuräumen; beispielsweise erkannte D’ALEMBERT nicht, dass EULER
mit seinem Vorwort in der Differenzialrechung die ,GFunktionen‘ in diese Lehre aufgenommen hatte
(siehe unten, Abschnitt 9), sie also berechtigterweise differenzieren und also (da die Integration die
Umkehrung der Differenziation war) auch integrieren durfte.
Und die Historiker folgten diesem Geleis, so etwa Lützen 1983, 301:
Überraschenderweise setzte EULER niemals eine passende Definition des [sic] allgemei-
neren Funktionsbegriffs fest. Seine zahlreichen Abhandlungen zur schwingenden Saite
(insbesondere [,,De usu . . .“]) zeigten klar, dass eine verallgemeinerte Funktion etwas
war, das einer allgemeinen, von Hand gezeichneten Kurve entspricht, aber niemals gab er
an, was dieses Etwas vermeintlich sei.
(Auf die Abhandlung ,,De usu . . .“wird in Abschnitt 7 eingegangen.)
Welche Funktionsbegriffe gab Leonhard Euler? 493Zunächst könnte man erwarten, dass ,AFunktion‘ der allgemeinere Begriff ist, handelt er
doch ganz allgemein von ,Größen‘, während die ,GFunktion‘ offenbar eingeschränkter nur
von geometrischen Objekten handelt: ,Ordinaten‘, ,Abszissen‘. Aber EULER zeigt in Band 2
der Introductio, wie jede ,AFunktion‘ ,,auf eine bequeme Art geometrisch dargestellt werden
kann“25. Demzufolge ist ,GFunktion‘ allgemeiner als ,AFunktion‘.
Dafür, dass EULER die ,GFunktionen‘ ausdrücklich als allgemeiner bezeichnet als die
,AFunktionen‘, gibt es vielfach Belege. Einige werden in den beiden folgenden Abschnitten
angeführt.5. Institutiones calculi integralis
An der Stelle, an der EULER in seiner Integralrechnung eine partielle Differenzialgleichung
von zwei Veränderlichen durch sukzessive Integration löst, muss er nach der ersten Integra-
tion als Integrations,,konstante“ eine möglichst allgemeine ,Funktion‘ (von der anderen
Veränderlichen) hinzusetzen. Schauen wir, welche Notation EULER an dieser Stelle wählt!
(Zum Verständnis des Folgenden ist wichtig zu wissen, dass EULER ,, dzdx
 
“ schreibt, wo
wir heute ,,@z
@x“ notieren.)Aufgabe 4a25 Siehe Introductio, 2, 10 bzw. Michelsen 1788b
Abschnitt 7.Problema 4a
33. Zu finden die [allgemeine] Natur der
Funktion z zweier Veränderlicher x und y, sodass
die [partielle] Differenzialformel dzdx
  ¼ p gleich
einer konstanten Größe a ist.33. Investigare indolem functionis z binarum
variabilium x et y, ut formula differentialis
dz
dx
  ¼ p sit quantitas constans ¼ a.Lösung Solutio
Es wird also, setzt man dz ¼ pdxþ qdy, die so
beschaffene [allgemeine] Natur der Funktion z
gesucht, dass p ¼ a ist oder dz ¼ adxþ qdy; um
diese zu finden, nehme man y als konstant an; es
ergibt sich dz ¼ adx und durch Integrieren
z ¼ axþ Const:, wobei zu beachten ist, dass
diese Konstante die Größe y wie auch immer
beinhalten kann. Daher ergibt sich, um die
allgemeine Lösung anzugeben, z ¼ axþ f : y,
wobei f : y eine wie auch immer beschaffene
Funktion von y bezeichnet, die von sich selbst
her in keiner Weise bestimmt ist, sondern völlig
von unserem Belieben abhängt. Was auch die
Differenziation in umgekehrter Weise erkennen
lässt: wenn wir nämlich das Differenzial dieser
Funktion f : y durch dy f 0 : y bezeichnen, ergibt
sich doch sicher dz ¼ a dxþ dy f 0 : y und daherPosito ergo dz ¼ p dxþ q dy ea functionis z
indoles quaeritur, ut sit p ¼ a seu
dz ¼ a dxþ qdy; ad quam inveniendam sumatur
y pro constante; erit dz ¼ a dx et integrando
z ¼ axþ Const:, ubi notari oportet hanc
constantem utcunque involvere posse
quantitatem y. Quare ut solutionem generalem
exhibeamus, erit z ¼ axþ f : y denotante f : y
functionem quamcunque ipius y, quae per se
nullo modo determinatur, sed penitus ab arbitrio
nostro pendet. Quod etiam differentiatio
vicissim declarat; si enim huius functionis f : y
differentiale per dy f 0 : y indicemus, erit utique
dz ¼ a dxþ dy f 0 : y ideoque 
dz
dx
¼ a ;, 7, § 4, Michelsen 1836, 2, § 4 sowie unten in
494 D.D. Spaltgerade wie es die Aufgabe verlangt; von woher
erhellt, dass in diesem Fall die Funktion allein
von y der anderen Differenzialformel26 Die Bezeichnung ,,dy f 0 : y“ für das Differenzial dðf
im Original verzeichnet.
27 Zum Beispiel § 10; § 12 dritte und vierte Formelze
28 Zum Beispiel in § 12 in der ersten, fünften und sec
29 Zum Beispiel § 12 zweite, vierte und achte Formel
30 Beide Texte unterscheiden sich in Satzspiegel
Verfügung bereitgehaltene Nachdruck enthält sämt
sieben: in § 16 fehlt in der ersten bis fünften Form
Formelzeile zwei. – Ich danke RüDIGER THIELE für sein
zum Petersburger Original.
31 Siehe dort S. 396, in beiden genannten ZeitschrifteProrsus uti quaestio postulat; unde patet hoc
casu alteram formulam differentialem 
q ¼ dz
dygleich ist, da q ¼ f 0 : y. functio solius y aequari, cum sit q ¼ f 0 : y.
[Institutiones calculi integralis, 35, § 33]26Hier ist es anhand der Notation eindeutig: EULER betrachtet den Begriff ,GFunktion‘ als
den allgemeinsten, somit als allgemeiner als den der ,AFunktion‘.6. Weitere Verwendungen der f :-Notation
EULER verwendet denBegriff ,GFunktion‘ und auch dieNotation f : in zahlreichen weiteren
Texten. Ich nenne zunächst ,,Eclaircissemens sur le mouvement des cordes vibrantes“
(1762(65)/66) und ,,Recherches sur le mouvement des cordes inegalement grosses“
(1762(65)/66).
Interessant ist ,,De chordis vibrantibus disquisio ulterior“ (1772/73). Hier steht anstelle
des Doppelpunktes ein einfacher Punkt,27 aber nicht immer.28 Gelegentlich stehen beide
Formen (mit und ohne Punkt) in derselben Gleichung.29
In den EULER-Opera fehlen in dieser Abhandlung die gerade genannten Punkte an den
eben beispielhaft genannten Stellen; doch ab § 16 tauchen welche auf, aber keineswegs alle
aus der Erstveröffentlichung: beispielsweise nicht jener in der Definition XY ¼ C:x im
ersten Absatz.
Andererseits merkt der Herausgeber ERNST TROST (1910–1980?) am Ende der dritten
Formelzeile von § 16 zu dem Formelglied ,,cf“ an: ,,Editio princeps: f :“. [,,De chordis
vibrantibus disquisio ulterior“, 72, Anmerkung 1]
In dem vom Euler-Archiv online zur Verfügung gestellten Nachdruck der Akademieaus-
gabe wie auch im Petersburger Original der Akademieausgabe dieser Abhandlung ist dieser
Punkt nicht vorhanden.30 Dort heißt dieses Formelglied einfach ,,f“.31 Der Sache nach aber
müsste dort ein (Doppel-)Punkt stehen, da die Funktion f : als ,,Integrationskonstante“: yÞ der Funktion f : y verwundert, ist so aber
ile.
hsten Formelzeile gar keiner.
zeile.
und Umbruch. Der vom Euler-Archiv zur
liche Funktionspunkte der Vorlage bis auf
elzeile je einer, in § 17 fehlen in der ersten
e Recherche in der Bibliothek der Leopoldina
nausgaben.
Welche Funktionsbegriffe gab Leonhard Euler? 495durch Integration nach x erhalten wird, also im Allgemeinen noch von t abhängt.32 Im
Übrigen hat TROST die Korrekturen offensichtlicher Druckfehler stillschweigend vorgenom-
men, etwa in § 11, erste Formelzeile. Es wäre interessant zu wissen, ob es hier eine
Diskussion im Editionsprozess der EULER-Opera gegeben hat.
Von den 20 in diesem Band (II) 11, Teil 1 der EULER-Opera enthaltenen Abhandlungen
EULERs zeigen sieben weitere den Funktionsdoppelpunkt in konsequenter Durchführung;33 in
den übrigen Abhandlungen bestand – soviel meine rasche Durchsicht ergab – kein Anlass für
die Verwendung des Funktionsdoppelpunkts, da dort spezielle Funktionen behandelt werden.
Die Herausgeber der EULER-Opera hatten also weidlich Gelegenheit, über diese Notation
zu stolpern.
Wo bleibt EULERs Wink an die Historiker?
An dieser Stelle kann man die folgende Frage aufwerfen: Wenn Euler hier systematisch
zwei Funktionsbegriffe sogar in ihren Notationen unterschieden hätte, warum hat er, dieser
begabte Pädagoge, dann nicht darüber geschrieben?34
Diese Frage verkennt, dass sich weder EULER noch ein anderer seiner Zeitgenossen zuNota-
tionstechniken eingehender zu äußern pflegte. In der Introductio, 1 wiederholt EULER zu Beginn
gerade einmal die seit DESCARTES – bei jenem übrigens ebenfalls unausgesprochen [Géométrie,
11]35 – übliche Unterscheidung zwischen ,Konstanten‘ und ,Veränderlichen‘ durch Buchsta-
ben vom Anfang bzw. vom Ende des Alphabets [Introductio, 1, § § 1 f.] – aber das war es dann
auch. Nirgendwo sagt EULER: Ich bezeichne eine ,Funktion‘ der ,Veränderlichen‘ z durch ,,Z“
oder durch ,,f z“ oder dergleichen, sondern ermacht es einfach. Nachdem er also einige Beispie-
le von algebraischen Ausdrücken mit der ,Veränderlichen‘ z gebildet hat, sagt er unvermittelt:32 An
integ
miea
führt
In de
Das
Rech
sollte
abhä
33 E
Über
34 Di
math
bislan
35 SmJa öfters können die algebraischen Funktionen nicht einmal entwickelt dargestellt wer-
den, wie die Funktion Z von z, wenn sie durch folgende Gleichung gegeben wird.
Z5 ¼ azzZ3  bz4Z2 þ cz3Z  1. [Michelsen 1788a, 7, § 7]der betreffenden Stelle wird die Gleichung
c/0x c/0: x ¼ D0x ðÞ
riert, was in der Abhandlung (im Petersburger Original wie im Nachdruck der Akade-
usgabe) zu
c/xþ c/: x ¼ D:xþ f
; korrekt wäre:
c/:xþ c/: x ¼ D:xþ f :
n EULER-Opera wird nach TROST (der ,,u“ statt ,,/“ schreibt) ðÞ integriert zu
cuxþ cu: x ¼ Dxþ cf
letzte ,,c“ ist an dieser Stelle nicht notwendig, sondern erklärt sich aus dem späteren
engang, da dann durch c dividiert wird. Da aber die Funktion u von x und t abhängt,
es statt ,,cf“ richtiger ,,f :“ – oder ,,cf :“ – heißen, da f. eine im Allgemeinen von t
ngige Funktion ist.
441 ab § 8, S. 95; E 471 ab § 24, S. 172; E 535 ab § 8, S. 272; E 567 ab § 19, S. 294, sogar in einer
schrift: § 20, S. 294; E 576 ab § 7, S. 309; E 577 ab § 4, S. 326 und E 618 ab § 10, S. 361.
ese Frage wurde mir von einem anonymen Gutachter zu einem Manuskript über die
ematische Behandlung der schwingenden Saite in der Algebraischen Analysis gestellt, das
g unpubliziert ist.
ith und Latham 1954.
496 D.D. SpaltDass er hier die in diesem gesamten Werk durchgehaltene Technik einführt, eine ,AFunktion‘
einer durch einen Kleinbuchstaben bezeichneten ,Veränderlichen‘ durch deren Großbuch-
staben zu bezeichnen, spricht EULER nirgendwo aus.
Nicht einmal den Namen von Konstanten pflegt EULER zu begründen – weder die Wahl
für e [Introductio, 1, Erstes Buch, § 122] noch die für p [Introductio, 1, Erstes Buch, § 126],
sodass über diese Gründe munter spekuliert werden kann.
Erst JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736–1813) thematisiert die Funktionsschreibweise
[Lagrange An V [= 1797], 1, § 2], zur Vorbereitung seiner Bezeichungen f 0; f 00 usw. für
die ,Ableitungen‘ [Lagrange An V [= 1797], 14, § § 16 f.].
In der Folgegeneration führt AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789–1857) im Cours d’analyse
[Cauchy 1821] eine äußerst konsequente Notationskonvention für ,Veränderliche‘ und
,Konstante‘ ein, die er meines Wissens nirgendwo selbst thematisiert. Auch sie ist den
Mathematikhistorikern in ihrer Bedeutung entgangen.36
Es gibt somit keine Garantie dafür, dass die Mathematiker den Mathematikhistorikern
die Mühe des genauen Lesens abnehmen, selbst nicht die großen.
7. ,,De usu functionum discontinuarum in Analysi“
Ein Jahr vor der Fertigstellung des dritten Bandes seiner Integralrechnung verfasste
EULER die Abhandlung ,,De usu functionum discontinuarum in Analysi“ [Euler 1762/67
E 322]. Darin nimmt er die im vorigen Abschnitt erörterte Thematik vorweg.
Zunächst sagt EULER dort,37 der GFunktionsbegriff sei allgemeiner als der
AFunktionsbegriff:Aus der Lehre von den krummen Linien erhellt
dies ganz vorzüglich, wobei die Ordinaten,
insoweit sie durch die Abszissen bestimmt werden,
die Rolle der Funktionen einnehmen – sodass die
Natur aller Funktionen in angemessenster Weise
durch krumme Linien dargestellt werden kann. Es
kann also, in welcher Weise auch immer eine
Größe y durch x bestimmt wird – oder welche
Funktion auch immer y vonx sein mag –, dies stets
durch eine krumme Linie beschrieben werden, bei
der zu einer beliebigen Abszisse x genau die
Ordinateypasst, und [so] wird diese krumme Linie
dazu veranschlagt, die Natur jener Funktion
angemessen darzustellen. Wird daher auch
umgekehrt eine beliebige krumme Linie vorgelegt,
stellen deren Ordinaten gewisse wohlbestimmte
Funktionen ihrer Abszissen dar, deren Natur in
eben der Natur der krummen Linie mit inbegriffen
wird, solange freilich einer jeden Abszisse eine
bestimmte Ordinate entspricht, deren Wert
zurecht als eine gewisse Funktion der Abszisse
betrachtet wird. [. . .]
Ex doctrina linearum curvarum hoc maxime
illustratur, ubi applicatae, quatenus per abscissas
determinantur, vicem gerunt functionum, ita ut
indoles omnium functionum aptissime per lineas
curvas repraesentari possit. Ita quomodocunque
quantitas y per x determinatur, seu quaecunque
functio fuerit y ipsius x, semper curva describi
potest, cuius abscissae cuicunque x conveniat ea
ipsa applicata y, haecque linea curva congrue
naturam illius functionis repraesentare
aestimatur. Hinc etiam vicissim proposita linea
curva quacunque, eius applicatae certas
quasdam functiones abscissarum exhibent,
quarum natura in ipsa lineae curvae natura
involuitur, dum scilicet cuique abscissae certa
respondet applicata, huius valor tanquam
functio quaedam abscissae recte spectatur [. . .]
[,,De usu . . .“, § 1]
36 Spalt 1996, 42, 82 f.; Spalt 2002, 325.
37 In Band 2 der Introductio hat EULER diesen Sachverhalt bereits ganz kurz genannt: Euler 1745/48
E 102, § 7.
Welche Funktionsbegriffe gab Leonhard Euler? 497Der zweite Satz dieses Zitats besagt: Jede ,AFunktion‘ kann durch eine ,krumme Linie‘
beschrieben werden. Der dritte Satz besagt: Jede ,krummme Linie‘ kann als ,GFunktion‘
aufgefasst werden.38
Später in diesem Text sagt EULER nochmals ausdrücklich, dass es ihm um die ,GFunk-
tion‘ zu tun ist:So wird die erste Klasse die Funktionen einer
einzigen veränderlichen Größe enthalten. Solche
Funktionen sind die Ordinaten beliebiger
[krummer] Linien bezogen auf ihre Abszissen. Es
wird also, sind die Abszisse ¼ x und die
Ordinate ¼ y gegeben, y eine Funktion der
Veränderlichen x sein, deren Natur durch die
krumme Linie – oder39 die Gleichung, die
zwischen x und y gilt – ausgedrückt wird; so
geschieht es, dass, sobald der Abszisse x ein
bestimmter Wert zugeschrieben wird, auch die
Ordinate y einen bestimmten Wert annimmt, sei
er nun einfach oder zusammengesetzt oder sogar
imaginär; von daher erhellt, dass auch
umgekehrt die Abszisse x als Funktion der
Ordinate y betrachtet werden kann.38 Indem Ferraro 2000, 126, Anmerkung 53 vom z
den Anfang wiedergibt, glaubt er, folgern zu dürf
In [,,De usu . . .“] wurde stattdessen jede K
darstellbar angesehen [. . .]
Dieses Urteil wäre nur dann richtig, wenn
unterschieden hätte. Dass er dies jedoch ganz kla
ist Thema der vorliegenden Bemerkungen.
39 Dieses ,,oder“ (,,seu“, nicht ,,aut . . .aut“) ist e
Ergänzung (nämlich um die Zusatzbedingung ,,Gle
40 Siehe unten, Abschnitt 9.Sic prima classis continebit functiones unicae
quantitatis variabilis. Tales functiones sunt
applicatae quarumvis linearum, respectu
abscissarum. Ita posita abscissa ¼ x et applicata
¼ y, erit y functio variabilis x, cuius natura per
lineam curvam, seu aequationem, quae inter x et
y datur, exprimatur; qua fit, ut statim atque
abscissae x determinatus valor tribuitur, etiam
applicata y valorem determinatum consequatur,
sive is fuerit simplex, sive etiam multiplex, sive
etiam imaginarius; unde intelligitur etiam
vicissim abscissam x tanquam functionem
applicatae y spectari posse. [Euler 1762/67 E 322,
§ 7]Auch wenn vor dieser Passage nicht das Wort ,,Definition“ steht – der gesamte Text ist in
Prosa gehalten –, so formuliert EULER hier doch eindeutig eine Begriffsbestimmung für
,Funktion‘, nämlich: ,GFunktion‘. – Die ,zweite Klasse‘ besteht dann aus den GFunktionen
mehrerer Veränderlicher. Und danach heißt es klipp und klar:Nach Festlegung dieses Begriffs und dieser
Klassifizierung von Funktionen werden die
Grundlagen der Analysis des Unendlichen aufs
Klarste vorgetragen werden können; diese Lehre wird
am passendsten in so viele Teile unterteilt, wie es
Klassen von Funktionen gibt – deswegen, weil die
einzelnen [Teile] jeweils nach ihren besonderen
Prinzipien und Regeln aufzubauen sind.weit
en (S
urve
EU
r ge
ine
ichuConstituta hac functionum notione ac
divisione, fundamenta Analyseos
infinitorum clarissime tradi poterunt, quae
disciplina commodissime in tot partes
distribuitur, quot dantur functionum
classes, propterea quod singulae
peculiaribus principiis ac praeceptis sunt
superstruendae. [Euler 1762/67 E 322, § 9]Es geht EULER in dieser Abhandlung um die Entwicklung der Differenzial- und Inte-
gralrechnung für ,GFunktionen‘ – ganz so, wie er es zuvor auch in seiner Differenzialrech-
nung40 und danach in seiner Integralrechnung macht. Insbesondere nimmt er in dieseren und dritten Satz dieses Zitats nur jeweils
. 126):
als durch eine Funktion analytisch
LER ,AFunktion‘ und ,GFunktion‘ nicht
tan hat, sogar auf der symbolischen Ebene,
Konjunktion, formuliert also eine sachliche
ng“), nicht eine sprachliche Alternative.
498 D.D. SpaltAbhandlung das vorweg,41 was er später in Band 3 seiner Integralrechnungwiederholt und das
wir bereits angeführt haben,42 hier jedoch ganz überwiegend in Prosa, mit wenig Formeln.
Deutungen
Ich werde mich hier nicht der undankbaren Mühe unterziehen, die Vielzahl der Deu-
tungsversuche zu rekapitulieren, die die Abhandlung ,,De usu . . .“ schon erfahren hat.43
Immer hat man dabei die von EULER doch ausdrücklich44 gegebene Bestimmung des Funk-
tionsbegriffs als ,GFunktion‘ übersehen und den Funktionsdoppelpunkt45 ignoriert.
Statt auf die von EULER gegebene Definition zu achten, hat man sich bei den Deutungs-
versuchen dieser Abhandlung auf den von EULER dort gelegentlich (und sogar im Titel) ver-
wendeten Begriff ,unstetige Funktion‘ konzentriert und viel darin hineingeheimnisst.
Dergleichen geht völlig fehl.
EULERs ,unstetige‘ Funktionen
EULER bezieht seinen Begriff ,stetig‘ ganz ausdrücklich auf ,krumme Linien‘: Jene
,krumme Linie‘, deren Natur als ,AFunktion‘ ausgedrückt werden kann, heißt nach EULER
,stetig‘ – die ,krumme Linie‘, nicht die ,Funktion‘!46 Wenn EULER nun gelegentlich – und
ohne diesen Begriff (neu?) zu definieren – von ,,unstetigen ,Funktionen‘“ spricht, so lautet41 Siehe Euler 1762/67 E 322, § 21 – dort dann sogar die Schreibweise mit dem Funktions-
doppelpunkt:
Setze F 0 : x ¼ X so ist F : x ¼
Z
Xdx :
(Man beachte hier die Schreibweise F 0 für die von F abgeleitete Funktion!).
42 Siehe bei Anmerkung 26.
43 Damit LÜTZEN (mit dem Zitat in Anmerkung 24) und JUšKEVIcˇ (siehe Anmerkung 14) nicht alleine
stehen, sei aber wenigstens noch Dhombres 1988 genannt.
44 Siehe S. 497.
45 Siehe Anmerkung 40.
46 In Band 2 der Introductio heißt es (siehe Abb. 4):
Diese Vorstellung von den krummen Linien führt
sogleich auf die Eintheilung derselben in continuirliche
(stetige) und discontinuirliche oder vermischte.
Ex hac linearum curvarum idea statim
sequitur earum divisio in continuas et
discontinuas seu mixtas.
Man nennt nemlich eine krumme Linie alsdann
continuirlich, wenn ihre Natur durch eine einzige
bestimmte Funktion von x ausgedrückt wird; dagegen
sie discontinuirlich oder vermischt und irregulär heißt,
wenn sie so beschaffen ist, daß verschiedene Theile von
ihr, BM; MD; DM; etc., durch verschiedene Funktionen
von x ausgedrückt werden, so daß, nachdem der eine
Theil BM nach einer gewissen Funktion von x
beschrieben worden ist, der andere MD aus einer andern
Funktion gefunden wird. Der Name dieser letztern Art
der krummen Linien gründet sich darauf, weil dieselben
nicht nach einem bestimmten Gesetze fortgehen, sondern
aus Theilen verschiedener continuirlicher Linien
zusammengesetzt sind. [Michelsen 1788b, 9, § 9,
Michelsen 1836, 3 f., § 9 (Hervorhebungen geändert)]
Linea scilicet curva continua ita est
comparata, ut eius natura per unam
ipsius x functionem definitam
exprimatur. Quodsi autem linea curva
ita sit comparata, ut variae eius
portiones BM;MD;DM etc. per varias
ipsius x functiones exprimatur, ita ut,
postquam ex una functione portio BM
fuerit definita, tum ex alia functione
portio MD describatur, huiusmodi
lineas curvas discontinuas seu mixtas et
irregulares appellamus, propterea quod
non secundum unam legem constantem
formantur atque ex portionibus
variarum curvarum continuarum
componuntur. [Introductio, 2, 11, § 9]
Welche Funktionsbegriffe gab Leonhard Euler? 499die naheliegendste (oder: einfachste) Deutung: EULER nimmt dabei den Begriff ,stetig‘ für
,Funktionen‘ im übertragenen Sinn, von der ,krummen Linie‘ her (siehe Abb. 4.):
 Die ,AFunktionen‘ heißen ,stetig‘ – wie jene ,krummen Linien‘, deren Natur sie
ausdrücken.
 Alle anderen ,Funktionen‘ heißen ,unstetig‘.
Die ,unstetigen‘ ,Funktionen‘ sind jene, die nicht ,AFunktionen‘ sind. – Und ohne triftigen
Grund sollte eine einfachste Deutung nicht verworfen werden.
Die Antwort auf die gegen Ende von Abschnitt 4 formulierte Frage nach dem Verhältnis
der Begriffe ,GFunktion‘ und ,AFunktion‘ zueinander kann man also auch so formulieren:
Es gibt (bei EULER) ,unstetige‘ ,Funktionen‘. Oder so: Eine ,unstetige‘ ,Funktion‘ (bei EULER)
kann keine ,AFunktion‘ sein.
Eine ,stetige AFunktion‘ (bei EULER) ist ein Pleonasmus, eine ,stetige GFunktion‘ ist eine
,AFunktion‘. Mit anderen Worten: Wenn EULER von ,,stetiger Funktion“ spricht, so meint
er immer das, was wir in historiografischer Redeweise als ,AFunktion‘ bezeichnen können.
Wenn er von ,,unstetiger Funktion“ spricht, so meint er das, was wir in historiografischer
Redeweise als ,,,GFunktion‘, die nicht ,AFunktion‘ ist“ bezeichnen können.Dhombres 1988, 34 zitiert Euler 1762/67 E 322, § 2 wie folgt:
Est continue, pour EULER, toute fonction dont la loi de formation est uniforme, c’est-à-
dire telle que la forme du passage de la variable à la valeur prise par la fonction ne
dépend pas du point particulier considéré où l’on effectue le passage. Ce sont
nisi quarum natura certa quadam relatione inter coordinatas per quampiam
aequationem expressa definiatur, ita ut omnia eius puncta per eandem
aequationem tanquam legem determinentur. (§ 2).
celles dont la nature est définie par une relation précise entre les
coordonnées exprimée par une équation; en sorte que tous ses points soient
déterminés par une même équation, comme par une loi.
Allerdings beginnt EULERs Satz so:
Iam vero notissimum est, in Geometria sublimiori alias lineas curvas considerari non
solere, [. . .]
und das Subjekt ,,krumme Linien“ habe ich dabei hervorgehoben. Mit anderen Worten: EULER
definiert an der angeführten Stelle gar nicht ,stetige Funktion‘, sondern ,stetige Kurve‘ – und wer das
nicht auseinanderhalten mag, kann darauf sehr weitreichende Thesen gründen.
500 D.D. SpaltDabei geht die Rede von der ,stetigen‘ oder ,unstetigen‘ ,Funktion‘ immer auf die zu die-
ser ,Funktion‘ gehörende ,krumme Linie‘ und fragt danach, ob die Natur dieser ,krummen
Linie‘ durch eine ,AFunktion‘ – eine Formel also – ausgedrückt werden kann oder nicht.
EULERs ,Stetigkeit‘ ist eine globale Eigenschaft: eine, welche dem Objekt (im übertragenen
Sinn: einer ,Funktion‘, im wörtlichen Sinn: einer ,krummen Linie‘) als Ganzes zukommt.
8. Fazit: EULERs zwei Begriffe der Funktion
Fassen wir zusammen:
EULER gibt jedenfalls zwei verschiedene Begriffe der Funktion: Eine Funktion ist
1. die ,Ordinate‘ bezogen auf (,,respectu“) eine (oder mehrere) ,Abszisse(n)‘. Aus Gründen
historiografischer Präzision sei dieser Begriff durch ,GFunktion‘ bezeichnet. EULERs sym-
bolische Notation dafür ist: ,,f : x“.
2. ein ,analytischer Ausdruck‘, gebildet ,,auf irgendeine Weise“ aus Zahlgrößen und Zahlen.
In historiografischer Präzision sei dieser Begriff durch ,AFunktion‘ bezeichnet. EULERs
symbolische Notation dafür ist: ein Buchstabe, in der Regel ein großer, oder (seltener)
,,fx“.
Beides steht bei EULER nebeneinander. Je nach seiner methodischen Absicht verwendet er
den einen oder den anderen Begriff: wenn es ihm ums Rechnen, um die Entfaltung des Kal-
küls geht, die ,AFunktion‘ (etwa in Band 1 der Introductio), wenn es ihm ums Prinzipielle,
ums Allgemeine, geht, die ,GFunktion‘ (bei der möglichst allgemeinen Modellierung der
schwingenden Saite, beim Integrieren im Falle mehrerer unabhängig Veränderlicher).
Jede ,AFunktion‘ kann über die Vermittlung der ,krummen Linie‘ als ,GFunktion‘ aufge-
fasst werden.47
9. Institutiones calculi differentialis zum Zweiten
Gemeinsam ist beiden EULER’schen Funktionsbegriffen die Sache (,Abhängigkeit‘), nicht
das Wort (,,pendent“):
,GFunktion‘: Die ,Ordinaten‘ sind ,abhängig‘ von den ,Abszissen‘.
,AFunktion‘: Der ,analytische Ausdruck‘ zeigt, wie die ,Funktion‘ aus ,Zahlgrößen‘ und
,Konstanten‘ zusammengesetzt ist. Da Zahlgrößen veränderlich sein können,48 können
dies auch die Funktionen sein. Der ,analytische Ausdruck‘ zeigt, wie die ,Funktion‘
,abhängig‘ ist von den ,Zahlgrößen‘.4947 Siehe das Zitat in Anmerkung 45.
48 Siehe Introductio, 1, 17 bzw. Maser 1885, 3, § 2 oder Michelsen 1788a, 3 und ebenso Michelsen
1835, 1.
49 Achtung: Diese ,,Abhängigkeit“ ist nicht notwendig über ,Werte‘ vermittelt: In EULERs
Funktionsdefinitionen ist von ,Werten‘ nicht die Rede! (Zur Geschichte des Wertbegriffs siehe
Spalt 2011a, Spalt 2011b.) Bei EULER zeigt die ,,Zusammensetzung“ des ,analytischen Ausdrucks‘ die
,Abhängigkeit‘ der ,Funktion‘ von der oder den ,(unabhängig) Veränderlichen‘.
Welche Funktionsbegriffe gab Leonhard Euler? 501Dies könnte eine Erklärung für jenen Begriff der Funktion sein, den EULER in seiner Dif-
ferenzialrechnung verwendet:50 EULER möchte das ,Differenzieren‘ für beide Funktionsbe-
griffe erklären. Freilich möchte er nicht zwei verschiedene Erklärungen geben, sondern
nur eine einzige. Aus diesem Grunde bestimmt er im Vorwort seiner Differenzialrechnung
den Funktionsbegriff in solcher Weise, dass darunter beide Varianten von ,Funktion‘ fallen,
die er kennt: die ,GFunktion‘ und zugleich die ,AFunktion‘.
Anders formuliert: EULERs Funktionsbegriff in seiner Differenzialrechung ist: ,,,GFunk-
tion‘ oder ,AFunktion‘“ und also ein dritter Funktionsbegriff – solange man begrifflich
denkt und nicht in Mengen oder Relationen.
Was ich hier als Abstraktion EULERs aus den zwei Funktionsbegriffen ,AFunktion‘ und
,GFunktion‘ deute, deutet [Ferraro 2000, 112] als ,,intuitiven Funktionsbegriff“.
Dabei unterscheidet sich FERRAROs Herangehensweise grundlegend von der meinigen:
Für ihn gilt:50 SieIn EULERs Mathematik erschöpft eine Definition nicht notwendigerweise einen Begriff;
der Begriff kann eine implizite Bedeutung haben, die in gewisser Weise im gegebenenen
Sinnzusammenhang als offenkundig betrachtet wurde. [Ferraro 2000, 112]Wie in meiner Vorbemerkung dargelegt, empfehle ich ganz im Gegenteil grundsätzlich,
eine Quelle in dem ernst zu nehmen, was sie sagt – und nicht in dem, was sie nicht (sondern
nur ,,implizit“) sagt.
Das bedeutet natürlich, EULERs Definition der ,GFunktion‘ – er hat sie, wie angeführt,
mehrmals gegeben – ebenfalls als eine Definition ernst zu nehmen, anstatt den Charakter die-
ser Definition zu ignorieren, wie es die Historiker bislang getan haben, dabei EULERs unter-
scheidende Symbolik ignorierend.
Nachbemerkung
Mit diesem Bestreben in der Differenzialrechnung, den ,geometrischen‘ und den ,algebra-
ischen‘ Funktionsbegriff unter einem gemeinsamen Dach zu vereinen, hat EULER übrigens
einen prominenten Nachfolger gefunden: Auch JOHANN PETER GUSTAV DIRICHLET (1805–
1859) ging in dieser Weise vor (und nur in diesem Sinn dürfte man tatsächlich sagen: EULER
hat den DIRICHLET’schen Funktionsbegriff vorweggenommen) [siehe Arendt 1904]. Aber
das ist ein anderes Thema.
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